MI1113 GIAI TICH I

Phién ban: 2020.1.0

Muyc tiéu: Cung clp cho sinh vién nhu:ng klen thirc co ban vé ham s6 mot bién sb va nhidu
bién s6. Trén co s& d6, sinh vién c6 thé hoc tiép cac hoc phin sau vé Toan cling nhu céc mén
hoc k§ thust khic, gép phin tao nén nén tang Toan hoc co ban cho k§ su cic nganh céng
nghé va kinh té.

Objective: This course provides the basics knowledge about functions of one variable and
several variables. Students can understand the basics of computing technology and continue
to study further.

Ngi dung: Gidi han, lién tuc, dao ham, vi phén cua ham s6 mot bién sé va nhidu b1en sé. Tich
phan ctia ham sb mdt bién sb.

Contents: Limits, continuities, derivatives, differentials of functions of one variable and
several variables. Integrals of functions of one variable.

1. THONG TIN CHUNG

Tén hoc phin: Giai tich [ ((Analysis 1)

Don vi phu triach: Vién Toan img dung va Tin hoc
M s6 hoc phin: MI1113

Khéi lwgng: 4(3-2-0-8)

- Ly thuyét: 45 tiét
- Baitép: 30 tiet
- Thi nghiém: 0O ti€t

Hoc phin tién quyét: Khéng
Hoc phin song hanh: Khong

2. MO TA HQC PHAN

Mbén hoc nay nhim cung c¢ip cho sinh vién nhiing kién thirc co ban vé : phép tinh vi phan ham
mdt bién sb, phép tinh tich phan ham mot bién s6, ham sé nhidu bién sb.

3. MUC TIEU VA CHUAN DAU RA CUA HQC PHAN
Sinh vién hoan thanh hoc phén nay c6 kha ning:

M CDR dugc phén
ﬁ. u/g;)R Mb ta muc ti€éu/Chuin dau ra cia hoc phin b6 cho HP/ Mikc
© do(UT/U)
[1] [2] 3]
M1 Nim vifng cac kién thirc co’ ban ciia giai tich 1 va vin dung

thwe hanh giii dwoc cic bai tap lién quan

M1.1 | Nam ving cdc khai niém co ban cua gidi tich 1 nhu: Gi6i han | VT
day so, gi6i han ham 56, ham s6 lién tuc, dao ham va vi phén
clp cao, cuc tri ctia ham sb mét bién sb va ham nhiéu bién sb;

nguyén hiam va tich phin ciia ham mét bién s, tich phan kép...

M1.2 | C6 khi ning van dung céc kién thirc dé giai dugc cac bai tap | T/U
lién quan t&i ndi dung mon hoc.




CDR dwgc phin

tiéll\llllg(l:-)R' Mo ta myc tiéuw/Chuin diu ra céa hoc phin bd cho HP/ Mirc
do(/'T/U)
M2 Pat dwgc thai d§ lam viée nghiém tic cung k§ ning cin

thiét dé viéc lam dat hiéu qua cao

M2.1 | C6 k¥ ning: phan tich va giai quyét vin dé bing tu duy, logic | T/U
chit chg&; lam viéc doc 1ap, tap trung.

M2.2 I\[hén giién m@tvsé vén dé'tht_rc té c6 thé sir dung céng cu cia dai | I/'T/U
sO tuyén tinh dé giai quyét.

M2.3 | Thai d6 lam viéc nghiém tic, chi dong sang tao, thich nghi vai | I/T
mdi trudng lam viée cé tinh canh tranh cao.

4. AILIEU HQOC TAP
Gido trinh
[1] Nguyén Dinh Tri (chd bién), Tran Viét Diing, Tran Xudn Hién, Nguyén Xuén Thao
(2015). Todn hoc cao cap, tdp 2: Gidi tich, NXBGD, Ha Néi.

[2] Nguyén Dinh Tri (chi bién), Trin Viét Diing, Trdn Xuan Hién, Nguyén Xuén
Thao (2017). Bai tdp Todn hoc cao cdp, tdp 2: Gidi tich, NXBGD, Ha Nbi.

[3] Nguyén Pinh Tri, Ta Van Dinh, Nguyén H Quynh (2000). Bai tdp Todn hoc cao cdp
tdp 1, NXBGD, Ha Nai.

[4] Nguyén Dinh Tri, Ta Van Dinh, Nguyén Hd Quynh (1999). Bdi tdp Todn hoc co cdp
tdp 2, NXBGD, Ha Néi.
Sach tham khéao

[1] Trn Binh (1998), Gidi tich I, Phép tinh vi phdn va tich phdn ciia him mdt bién. NXB
Khoa hoc va k¥ thudt, Ha Noi.

[2] Tr"?ln Binh (2005), Gidi tich II va III, Phép tinh vi phdn va tich phén ctia ham nhiéu
bién. NXB Khoa hoc va k¥ thuat, Ha Noi.

[31] Tr?m_Binh (2001), Huong din gidi bai tdp gidi tich todn hoc, tdp 1. NXB Dai hoc
quoc gia Ha Noi.

[4] Trén Binh (2001), Bai tdp gidi sén gidi tich I, NXB Khoa hoc va k§ thuat, Ha Néi.

5. CACH PANH GIA HQOC PHAN

. . A Phwong phap danh gia cu nn CDR dwge Ty
Diém thanh phan thé M6 ta d4nh gis trong
[1] 2] [3] [4] [S]
Al. Piém qua trinh (¥) Panh gia qua trinh 30%
Al.1. Bai tap trén 16p va Ty luin M1.1,M1.2,
bai tip vé nha M2.1,M2.2,
.3 . . - M2.3
Al.2. Kiém tra giita ky Thi trr ludn
A2, Diém cubi ky A2.1. Thi cuébi ky Thity ludn | M1.1, M1.2, 70%
M2.1,M2.2,
M23

N'o N

-
's]

He/



* Piém qud trinh sé dugc diéu chinh bdng cdch cong thém diém chuyén can, diém tich cuc
hoc tdp. Diém chuyén cdn va diém tich cue hoc tdp co gia tri tie -2 dén +2 theo qui dinh cia
Vién Todn iing dung va Tin hoc cimg Quy ché Pao tao dai hoc hé chinh quy cia Triuong DH
Bach khoa Ha Noi.

6. KE HOACH GIANG DAY

ham va dao ham mdt phia, moi quan hé
gitta dao ham va lién tuc.

- Dao ham cuia ham hop, Dao ham cda ham
s0 ngugc

- Vi phén: dinh nghia, y ngl‘ﬁa hinh hoc,
rng dung vi phén dé tinh gan dung. Moi
lién hé gilta ham s6 ¢6 dao ham va ham kha
vi. Vi phan ciia ham hop va tinh bat bién

hoc.

CPR Bai
Tuin N§i dung hoc Hoat dong day va hoc d;igh
A ]
phan BT
(1] 2] [3] [4] 5]
1 e  Giéi thigu vé mén hoc Ml.1 | Giang vién: Al.l:
- Thongtin giang vién M1.2 | - Ty gidi thiéu. 1.1-
- Cac vén dé lién quan dén mon hoc M2.1 | - Giéi thidu d& cuong mén A1145
Céch thirc day, hoc va hinh thirc danh gia. M2.3 | hoc. A2. l,
- Giai thich céch thic day va |
Chuwong 1. Phép tinh vi phan him m§t bién s6 hoc cling nhu hinh thirc danh
(18 LT+ 13 BT) gia mon hoc.
1.1 Mé dau - Giang bai, trao déi hoi dap
1.2 Dinh nghfa ham sb, mét s6 khai ni¢m co ban v6i sinh vién trong qué trinh
vé ham so, ham hop, ham ngugc giang bai.
1.3 Cac ham sb so cdp co ban : Ham lugng gide Sinh vién:
nguoc, khai niém ham so so cap - Chuan bi doc trude ndi
1.4 Day sé: dinh nghia day sb, cac khai niém co d"}ng bai giang cia tuan ke
ban. CAc tiéu chuin ton tai gi6i han: tiéu tep.
chuén kep, ti€u chuan don diéu bi chin, - Ndam virg cac khéi ni€ém
co ban va van dung gidi cac
bai tép phu hop ndi dung va
tién d6 mén hoc.
2 1.5 Gi6i han ham sb: hai dinh nghia tuong Gidng vién: Al.l:
duong, cac phép t.oén va tinh chat. Giéi han - Giang bai, trao déi hoi dap 1.5-
ciia ham hop, giéi han mét phia, gici han & v6i sinh vién trong qué trinh 1.7,
v0 cuc va gi6i han v6 cuc giang bai. Al2,
1.6 Céc khai niém v6 cling bé (VCB), vd ciing Sinh vién: A2l
lfm (VCAL)i 50 sénh o VC;B’ YCL’ cac - Chudn bi doc truéc ndi
tinh chat va cac quy tac ngat bé VCB, VCL d SR : A LA
‘. ) . ung bai giang cua tuan ké
1.7 Hg‘lm s0 lién tuc, lién tuc;’m(f)t phia, lién tuc tiép.
d?u va cdc Elnh clllat'.ADler.n’ gian doan cua - Ném vitng céc khéi niém
ham s6, phén loai diém gian doan. ] oA X
co ban va van dung kién
3 1.8 Pao ham va vi phén thirc thuc hanh giai cac bai | Al.1:
- Mdt sb khéi niém co ban tap mon hoc ciing nhw mét | 1.8,
Dao ha 5t phia. mdi hé eiita d s6 bai 'toa’m thuc t€ c6 md | Al.2,
- 20 hiam mot phid, MO quan he gltia G20 hinh gin v&i ngi dung mdn | A2.1
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CDR Bai
Tuén No6i dung hoc Hoat dgng day va hoc dgs;gh
A ]
phan BT
1 _12] [3] 4] [S]
cta vi phén cap mét
4 - Pao ham va vi phén cp cao Al.l:
1.9 Céc dinh Iy v& ham kha vi va tmg dung 1.8-
- Céc dinh ly Fermat, Rolle, Lagrange, A} 195
Cauchy A1
5 - Céc cong thirc khai trién Taylor, Al.l:
Maclaurin 1.9,
- Céc quy tic L’Hospitalwdé khtr dang v6 Al.2,
dinh, Gng dung khai trién hitu han dé tim Azl
giGi han
- Ham sb don diéu va c4c tinh chét
- Bét dfing thirc ham 15i
- Cuyec tr cia ham s
- Phuong phép Newton (tiép tuyén)
6 1.10 Gi6i thi¢u cac dang dudng cong Ml1.1 Al.lL
- Ham s y=f(x) (khao sat) M1.2 ;‘11 g
- Pudng cong cho dang tham sb M2.1 A2. l’
- Dudng cong cho trong toa d cuc M2.2
M2.3
7 Chwong 2. Phép tinh tich phin ham mdt bién | M1.1 Al.l:
s6 (15 LT+ 9BT) M1.2 2.1,
2.1 Tich phan bét dinh M2.1 Al2,
ST TR : ' A2.1
- M6t s0 khai ni€ém co ban M2.3
- Tich phan c4c ham phan thirc hitu ti
8 - Tich phan céc ham vé ti, luong giac Ml.1 Al.l:
2.2 Tich phén x4c dinh M1.2 %;
- Dinh nghia, y nghia hinh hoc, co hoc M2.1 Ai é
M2.2 A2l
M2.3
9 | Kiém tra giita ky: Chwong 1 va chwrong 2 dén Thi Al2,
hét tich phén cic ham phén thirc hitu ti
10 - Tiéu chuin kha tich. Céc tinh chét clia tich | M1.1 | Giang vién: AlLlL:
phén xéc dinh M1.2 | - Giang bai, trao dbi hoi dap | 2-2-
- Cong thirc dao ham theo cén, cong thirc M2.1 | voi sinh vién trong qué trinh 23,
Newton- Leibniz o3 | gidng bi. A2.1
- Céc phuong phap tinh Sinh vién:
2.3 Tich phan suy rong (TPSR): - Chuén bi doc truge néi
- TPSR loai 1: Dinh nghia, y nghia hinh d_‘}ng bai gidng cua tuan ké
hoc, cac khai niém hoi ty, phin ky, gia tri ticp.




CDbR

Bai

Tuén N¢i dung hoc Hoat ddng day va hoc (z:igh
phan BT
[1] 2] 3] ; [4] [S]
cua tich phan - Nam vitng cac khai niém
11 | 2.4 Ung dung cia tich phan x4c dinh: So db o ban va van dung qug All:
Ao A e1a thirc thirc hanh gidi céc bai
tong tich phén, vi phin 24-
e e tdp mén hoc ciing nhu mot 31
Chwong 3. Ham s0 nhicu bién so s6 bai toan thyc ¢ c6 md A.2 :1
(1SLT+ 10 BT) hinh gan vdi ndi dung mon )
3.1 Céc khai ni€ém co ban: hoc.
- Mién, khoang cach, 14n c4n, bién
- Pinh nghia ham nhiéu bién, y nghia hinh
hoc, tdp xac dinh, tap gia tri
- Gi6i han cia ham nhleu bién (gi¢i han
- theo ham diém), cac phép todn
12 - Ham lién tyc: Dinh nghia, cac phép toan, Al.l:
tinh chat 3.1-
3.2 Dao ham riéng va vi phén 222’1
- Pao ham riéng: Dinh nghia, cach tinh '
- Vi phén toan phén: Dinh nghta, m6i lién
hé gilta ham s6 kha vi yé ¢6 dao ham
riéng, ung dung tinh gan ding
- Pao ham rliéng’vé vi phén cia cac ham
hop, tinh bat bién ciia vi phéan cap 1
13 - Dao ham riéng va vi phén cép cao: Dinh Al.lL:
nghia, dinh 1y Schwartz vé diéu kién cac 3.2,
dao ham riéng hén hop bing nhau, tinh A2.1
khéng bét bién ciia vi phan cép cao
- C6ng thirc khai trién Taylor
14 | 3.3 Cye tri cila ham s6 nhiéu bién ML.1 ALl
- Dinh nghia M1.2 :231
- Quy tic tim cuec tri M2.1 )
M2.2
15 - Cuyec trj c6 diéu kién M2.3 ALl
- Gié tri 16n nhft va nho nhét 3.3,
A2.1
16 | 3.4 Tich phan kép MI1.1 | Gidng vién: Al.l:
- Dinh nghia M1.2 | - Ging bai, trao @i hoi dép 2-24;1
- Cach tinh (toa d§ Descartes va toa d§ M2.1 V‘:’} smh‘ _Vlén trong qua trinh )
cuc) M2.3 | Sidng bai.
Tong két Sinh vién:

- Nim vitng cac khai niém
co ban va vén dung kién
thitc thuwc hanh giai cic bai
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CDR

Bai

Tuén N§i dung thc Hoat dgng day va hoc d;igh
. td

phan BT

1 2] [3] [4] [51

tap mén hoc ciing nhu mot
s6 bai toan thuc t& c6 md
hinh gén véi ndi’ dung mon
hoc.

7. QUY PINH CUA HQC PHAN
(Cac quy dinh ciia hoc phin néu c6)

8. NGAY PHE DUYET: ..2.5 {#/2.020

vl

VIENTOAN NG DUNG & TIN HOC

15. %6 Quang Chiy




Dai hoc Bach Khoa Ha Noi Vién Toan ttng dung va Tin hoc

BAI TAP THAM KHAO GIAI TiCH I

Nhém nganh 3 Ma sé : MI 1113

—
[aFi

e

* B8O

o\

1) Kiém tra giita ky hé s6 0.3, Ty luan, 60 phit.
N&i dung: Chuong 1 va chuong 2 dén hét tich phan cac ham phan

thite hitu ti.

'2) Thi cubi ky he s6 0.7, Ty lugn, 90 phit.

Chuong 1
Phép tinh vi phan ham mot bién sb

1.1-1.4. Day s6, ham sé

Bai 1. Tim tap xac dinh clia cdc ham sb

a) y=+/2arccotz — 7

2z

b) y = arcsin : d) y = arccos (sin z)

Bai 2. Tim mién gia tri clia ham sb
a) y=log(1—2cosx) ¢) y = arccot(sinz)
) &
b) y = arcsin (log 1—0) d) y = arctan(e®)

Bai 3. Bitu tinh thué thu nhap c4 nhan dudc x4c dinh nhu sau. Duéi 9 triéu, khong phai chiu

thué. Tt 9 trieu dén dudi 14 trigu, chiu thué 5%, tit 14 triu dén duéi 19 tridu, 10%, tit 19 trieu

il



Dai hoc Bach Khoa Ha Noi

Vién Toan 1ing dung va Tin hoc

dén dudi 27 trieu, 15%, tit 27 tricu dén dudi 41 trieu, 20%, tit 41 triéu dén dusi 61 tridu, 25%.
Tt 61 trigu dén dudi 89 trigu, 30%. Tir 89 triéu, 35%. Tim ham bidu dién tidn thué phai nop

theo mitc thu nhap.

Bai 4. Tim f(z) biét

Bai 5. Tim ham ngudc chia ham sb

a) y = 2arcsinz b)y__l—x

Ci+42z

1 xz -z
Q) y=5 (" =)

Bai 6. Tim gidi han cta nhing day s6 (néu hoi tu) véi sb hang téng quét z, nhu sau

+...+—(n_1)n

sin’n — cos®n
¢) @, = S cosm
n
q) 2, = Vncosn

I T

Bai 7. Xét sy hoi tu va tim gidi han (néu c6) clia cac diy véi s6 hang téng quét z,, nhu sau

a) T, = ¥Yn?+2

1 1
b n:_ n-— 3 0
) x 5 (l‘ 1+$n_1> Zg >

1.5-1.6. Gidi han ham sb

Bai 8. Tim céc gidéi han

a) lim (l\/l-l—_x— 1)

z—0 \ T T

b) lim (Vz?+2>—1-1)
T—r+00
. 20241
¢) lim

z—1 %0 — 2z + 1
Bai 9. Tim céc giéi han

. In(z +arccos®z) —Inz
a) lim .
z—0+t z

(sin vz + 1 — sin /z)

b) lim

z—r+oo

. V14 oar— Y1+ Bz
d) lim

£
lim = , (m,n € N¥)

e) lim z(Vz?+ 2z —2Vz? + 7 + )

=400

f 1 Vi+4dr —1
i

20 In(1 4+ 3sinz)

¢) lim veosx — Fcosz

z—0 sin?z
. 1 —coszcos2zcos3z
d) lim
z—0 1—rcosz



Dai hoc Bach Khoa Ha Noi Vién Toén 1tng dung va Tin hoc

Bai 10. Tim céic giéi han

2 =1 1 1\*
a) lim " — 1\ d) lim (sin — -+ cos —)
z—oo \ 22 + 1 T—Hoo Z z
] L e) lim(1 + sin wz)cot
b) Ill)r(x’i(cos V) ) z-—)l( )
4 2¢(n — mntl 1 ﬁ
c) nh_)rgon (Vz ),z > 0. f) 31611)1(1] [In(e + 2z)]

Bai 11. So sanh cac cip VCB sau

a) a(z) = /7 +/z va B(z) = e — cos z, khi z — O*

b) a(x) = ¢ — /z va B(z) = cosz — 1, khi z — 0

c) a(r) =23 +sin’z va B(z) = In (1 + 2 arctan(z?)), khi z — 0
1.7. Ham s6 lién tuc

Bai 12. Tim a dé ham s6 lién tuc tai z = 0

1——cosz

, néuzx#£0,
a) fl@)=q &
a, néu z = 0.
ar’ +br +1, néu z > 0,

b) g(z) =
acosz + bsinz, néuz < 0.

Bai 13. Diém z = 0 1& diém gisn doan loai gi ctia ham s6

8 sin &
a)y:ﬁ c) y= =
1 - 2eot )y'e§+1
1 or __ Lbx
b) y= —arcsinz d) y= E—e, (a #b)
z z

Bai 14. Cac ham s6 sau day c6 lién tuc déu trén mién da cho khong?

L;—1<:[;<1 b) y=Inz; 0<z <1
4 —z? -

a) y=
1.8. Dao ham va vi phan

Bai 15. Tim dao ham cta ham sb

11—z, néuz <1,
f@)=q(1-2)(2-12), nful<z<2,

T — 2, néu z > 2.



Dai hoc Bach Khoa Ha Nai

Vién Toén tng dung va Tin hoc

Bai 16. Tim f(z) biét Edi[ £(20172)] = 2.

Bai 17. Véi diéu kién nao thi ham sé

flz) =
0,

a) Lién tuc tai z = 0

b) Khdvitaiz =0

!
z"sin —,
z

néu z # 0,

(neZ)

néuz =0

¢) C6 dao ham lién tuc tai z = 0.

Bai 18. Chiing minh réng ham sé f(z) = |z — a|p(z), trong d6 o(z) 12 mot ham sb lién tuc

va ¢(a) # 0, khong kha vi tai didm z = a.

Bai 19. Tim vi phan cla ham sb

@

1 T
) y—aarctang,(a#O)
Lz
b) y = arcsin E,(a;éO)

Bai 20. Tim

d (sinz d(sin z)
2) M(T) b) d(cos x)

r—a
a

"2 @ 0)

1
=1
c)y 5o 0

d) y=In|z + V2?2 +ql.

(23 — 225 - 27).

d
°) d(z%)

Bai 21. Cho ham sb f(z), biét riing dudng tiép tuyén véi dd thi ciia f(x) tai diém (4;3) di

qua diém (0;2). Tinh f(4) va f'(4).

Bai 22. Néu C(z) 1a chi phi sdn xuét cla z don vi mot mit hang nao d6. Khi d6 chi phi bien

la C'(z) cho biét chi phi phai b ra khi muén ting sin lwong them mot don vi. Cho ham

C(z) = 2000 + 3z + 0,012* + 0,0002z°.

Tim ham chi phi bién, x4c dinh chi phi bién tai z = 100, gia tri d6 néi lén didu gi?

Bai 23. Tim dao ham cip cao clia ham sb

z* h ®
= t1
) y= o iy
1
b) y= ks , tinh y(100)

Vi-z

¢) y = In(2z — z?), tinh y®

d) y = z%sin z, tinh y©%
e) y =€, tinh y19(0)

f) y = zln(1 + 2z), tinh y19(0)



Dai hoc Bach Khoa Ha Noi Vién Toan ting dung va Tin hoc

Bai 24. Tinh dao ham cip n clia ham sb

a) y= :czx—l c) y= 31x+$ e) y =sinz +cosz
b)y:—l— d = e% gin(b f _ on-1,1
22— 37+ 2 ) y=e*sin(bz + c) ) y =z les

Bai 25. Tim vi phan cip cao ciia ham s
a) y = (2z + 1) sinz. Tinh d'%(0) ¢) y =zInz. Tinh d'%(1)
b) y = e"cosz. Tinh d?°y(0) d) y = z2%e%. Tinh d®y(0)

Bai 26. Trong mot hd nudi cé, ca trong hd lien tuc dude sinh ra vA khai thac. S6 lugng ca

trong hé P duge mé ta bdi phuong trinh:

P =ro(1- 52 P() - pP0)

V6i ro 12 ti 1€ sinh s&n, P, 13 s6 lugng c4 16n nhét ho c6 thé duy tri, 4 1a ti lé khai thac. Cho

P, =10000, ti 1& sinh sédn va t1 l& khai thac tuong ing 12 5% va 4%. Tim sb luong c4 on dinh.
1.9. Cac dinh ly vé ham kha vi va tng dung
Bai 27. Chdng minh ring Va, b, c € R, phuong trinh
acosz +bcos2z + ccos3z =0
c6 nghiém trong khoang (0, 7).

Bai 28. Ching minh ring phuong trinh z™ + pz + ¢ = 0 véi n nguyén duong, n > 2, khong

thé c6 qué 2 nghiém thic néu n chén, khong c6 qua 3 nghiem thyc néu n 18.

Bai 29. Cho ba s6 thyc a,b,c théa mén a + b + ¢ = 0. Ching minh r¥ng phuong trinh
8az™ + 3bz% + ¢ = 0 c6 it nhat mot nghiem thuse (0,1).
fla) _ fle)

f() - B o
g(b) —g(a)  g(c) khong &p dung dugc
<1

Bai 30. Giai thich tai sao cong thic Cauchy dang

d6i v6i cac ham s6 f(z) = 22, g(z)=12%, 1<z



Dai hoc Bach Khoa Ha Ngi Vién Toan ting dung va Tin hoc

Bai 31. Ching minh bt ding thiec

. } _ -
a) ISlnx—s1ny| = Ia?—yl c) b-a < arctanb — arctana < _a,
b b 1+b2 1+ a2

b) - <lﬂ%<a—-b_—,0<b<a. D<a<b

Bai 32. Ton tai hay khong ham f sao cho f(0) = —1, f(2) = 4 v& f'(z) < 2 v6i moi z7?

Bai 33. Tim céc gidi han

. 1
2) xEI-Poo (m - \/E) f) Jlﬂl_r)% (1 — atan®z)zsn=

z 1 tan S
b) ki - 117) i
) zol (x -1 lnx) e) mligl— In(1 —z)

1 1
€z — COoS

. z h . _ tanz
c) zlggo —= ) il_Iﬁ)(l cos )
1—/1- %
1
. T 2 | oz\s
d) lim e*sing — z(1 + z) i) lim (z*+27)
z—0 :1;3
. T ) . . 3 zytan i
e) ilir%tan 5 In(2 — z) i) mll)gloo (z° +3%)

Bai 34. Xac dinh a, b sao cho biéu thic sau day c6 giéi han hitu han khi z — 0

Bai 35. Cho f la mot ham s6 thuc kha vi trén [a,b] vA c6 dao ham f/(z) trén (a,b). Ching

minh r3ng véi moi z € (a,b) c6 thé tim dugc it nhit mot diém ¢ € (a, b) sao cho

b) - f(a x—a)(z—-0b) ,
7o)~ f(a) ~ T IO gy ) oy
—-a 2
Bai 36. Khao sat tinh don diéu ctia ham sé
a) y=xt~223 +22 -1 ¢) y=x+|sin2z|, z € [0, 7]

b) y = 3arctanz — In(1 + z?)
Bai 37. Chitng minh b4t ding thic

a) 2zarctanz > In (1 + z2?) véi moi z € R

2
b) x—%—ﬁln(l+x)§mv6imoim20



Dai hoc Bach Khoa Ha Noi Vién Toan ing dung va Tin hoc

Bai 38. Tim cyc tri ctia ham sb

32 +4zx+4 c) y= (1 -z)(z — 2)?
D el
z*+z+1
b) y=z—-In(1+zx) d) y=23 + (z—2)3

Bai 39. Mot nha ban 18 ban 1200 TV mot tuin 6 mitc gia 35 triéu. Mot nghién ciu thi trudng
chi ra, ¢t gidm gis 1 trigu thi lugng ban s& ting len 80 chiéc mot tudn. Gia thanh sin xuét z

chiéc TV trong mot tudn la: C(z) = 350 + 12z (trieu).
a) Tim ham don gi4 va ham doanh thu (theo lugng bén).
b) Cita hang nén ban & miic gi4 bao nhiéu d8 cyc dai doanh thu?
¢) Tim gi4 ban dé cyc dai lgi nhuan.

Bai 40. Cho f(z) 1a ham 15i trén doan [a, b], ching minh ring Vc € (a,b) ta c6

£ = @) _ F0) = f(@) _ 1) = ()

c—a b—a - b—c

Bai 41. Ching minh cic bt ding thic sau

z+y < tanxz + tany
2 - 2

Vazye (og)

r+
2

1.10. Khao sat ham s6, duong cong

a) tan

b) zlnz+ylny > (x+y)ln y,Vx,y>0

Bai 42. Tim tiém cin cla cdc dudng cong sau

a) y=v/1+z3 _ z’arccot z
- ) y= 1+ 22

b) y=In(1+e%)

Bai 43. Khéo sat ham sb

1 3
a) y=ez"" N
)y 22+ 1
d _ T —2
b) y=vVad -z -z +1 )y= 2+ 1



Chuong 2

Phép tinh tich phan ham mot bién sb

2.1 Tich phan bat dinh

Bai 44. Tinh cé4c tich phan

a) [ e %sin 2xdz
b) [(z+2)Inxdx

c¢) [|z? — 3z +2|dx

zdx

Q) s
) J (z +2)(z + 5)
Bai 45. Tinh cac tich phan

ridx
2) f 710 — 1

b) [zvV-x%+ 3z — 2dx

dz
9 J (z2 4 2z + 5)°

) e

dz
(x + a)g(x +b)

f)

3
g) [ sinb5z cos3zdz

h) [tan®zdz

dzx
3sinz —4cosz
) (3 — 2z)dx
. V1 — z2
dz
k . .
) f 14+ V1422
(z + 1)dx

2 f\/x2—2m—1

i) J

d) [sin" 'zsin(n + 1)zdz,n € N*

e) [e % cos3zdx

f) [arcsin® zdz

Bai 46. Lap cong thitc truy hoi tinh I,, n € N

a) I, = [z"e%ds

b) I, = [sin" zdz

2.2 Tich phan xac dinh

Bai 47. Tinh cic dao ham

c) In:f

cos™ x



Dai hoc Bach Khoa Ha Noi Vién Toén tdng dung va Tin hoc

d d d = d
d_f Zi—f c) —J / 1
x z dl'xz 1+1¢

Bai 48. Dung dinh nghia va cich tinh tich phan x4c dinh, tim céc giéi han

8) lm |—+— 4+ 1 .. ! (a,8>0)
PR— ... - a
n—oo [N na+ B  na+28 na+(n-18]"""

1
b) lim—(\/1+l+\/1+z+...+ f1+§)
n—oco 1 n n n

Bai 49. Tinh cac giéi han

sinz

T xz 2
[ Vtantdt J (arctant)® ( [ etzdt)
0

0

a) lim —ou b} lim c) lim
+ tanz T—++00 T2 1 z
=0 [ Vsintdt v e [ e dt
0 0

Bai 50. Tinh céc tich phan sau

r 1 qin2
a) f nz|(z+1)dx d) f_m -
He o (1+ tan2z)
b) f (zlnz)’dr ) fsarcsin T
L 0 14+=z
Sm/2 dx /2

) J gr—

f) [ cos™zcosnzdx,n € N*
0 2+ cosz 0

Bai 51. Ching minh r3ng néu f(z) lién tuc trén [0, 1] thi

/2 w2 @

a) [ f(sinz)dz = [ f(cosz)dx b) [zf(sinz)dxr =
0 0

Ot~y

T f(sinz)dz
b 2

Ap dung tinh céc tich phén sau

L f zsin zdz ) ’72 Vsin zdz
o 1+cos’z . o Vsinz + /cosx

Bai 52. Cho f(z), g(z) 12 hai ham sb kha tich trén [a, b]. Chitng minh bit ding thitc (véia < b)

(o) ) (o)

(Bét déng thitc Cauchy-Schwartz)



Dai hoc Bach Khoa Ha Nai Vién Toéan tng dung va Tin hoc

Bai 53. Xét sy hoi tu va tinh (trong trusng hop hoi tu) cdc tich phan suy réng sau

Q too dr
e d
a) _{oxe dz ) zf pre
too dx +oo dz
b e — —
)_{o (:c2+1)2 ¢) Ofm2+3x+2
+o0 toogp2 1
¥ sin 2xd. f d
c)g'e sin 2zdz )Of:r‘*-}-lx

10



Chuong 3
Ham s6 nhiéu bién sb

3.1 Cac khai niém co ban

Bai 54. Tim mién xac dinh cta cic ham sb sau

1 Cy—1
a) 2= ——m————— ¢) z = arcsin
vei+y?-1
b) z= /(22 +y2 —1) (4 — 22 — 3?) d) z=/zsiny
Bai 55. Tim céc gidi han (néu c6) clia cac ham s6 sau
: Ty
)= —2— (z—0,y—0
a) f(z,y) I (z y —0)
2
Y
b) f(z,y) = 2%+ 37y’ (z = 00,y — 00)
(z—1)°—(y—2)°
= = 1l,y—2
1 — cos /a2 + y?
§ flen) =, @00
z(e¥ — 1) —y(e* ~ 1)
) fow) =T =D, @m0y -0
2
Ty
f = —0,y— 0
) f(z,y) P (z y —0)
Bai 56. Tinh céic gidi han
. . z2 . g 22
*) L iy ) o g °

11

X
1m 2.2
(z,y)—(0,0) = 1Y



Dai hoc Bach Khoa Ha Noi Vién Toan tng dung va Tin hoc

3.2 Dao ham riéng va vi phan
Bai 57. Tinh cic dao ham riéng cla céc ham sb sau

a)zzln(x+ m2+y2) d) z=a*,(z > 0)

T
b) z = y?sin = .
Je=v y e) u=1z¥,(z,y,2>0)

22— y?
c) z = arctan | ——— S —
z? 4+ 42 f) u = es®n%+2,

Bai 58. Khao sat sy lien tuc clia ham s vA sy tdn tai cic dao ham riéng cla né

2
z arctan (_3[) , néuz#0,
a) f(z,y) = z

0, néu z = 0.

zsiny —ysinz

2 .2

b) f(z,y) = =ty
0, néu (z,y) = (0;0).

, néu (z,y) # (0;0),

Bai 59. Gid st z = yf(z® — y?), § day f 1a ham s6 kh3 vi. Ching minh ring d6i v6i ham s z
Y y

hé thitc sau ludn thda man

1, 1, =z
}'E'Z_»,;'l‘—zy—?.

Bai 60. Tim dao ham riéng cic ham sé hop sau day

a) z=e""2" 4 = cosz,v = /22 + 12
b) z=1In(u?+v?),u=2y,v= =

¢) z=arcsin (z —y),x = 3t,y = 43

Bai 61. Cho f 1a ham s6 kh4 vi dén cp hai trén R. Chttng minh riing ham s6 w(z, t) = f(z—3t)

. s 02 0?
thda man phuong trinh truyén séng —5—;23 = 96—;2)-.

Bai 62. Tim vi phan toan phan clia cdc ham sb

a) z = sin(z? + y?) ¢) z = arctan rty
r—=y

b) z =Intan g d) u =z
x

12



Dai hoc Bach Khoa Ha Nai Vién Toan dng dung va Tin hoc

Bai 63. Ung dung vi phan, tinh gin ding

a) A= {/(1,02)° + (0,05)’ ¢) C=1/(2,02)° + 003
b) B=1In (/1,03 + /0,98 — 1) d) D =(1,02)%"
Bai 64. Cho z = f(z,y) 12 ham sb &n x4c dinh bdi phuong trinh z — yes = 0. Ung dung vi

phan, tinh gan ding f(0,99;0, 02).

2

Bai 65. Tim dao ham, dao ham riéng cfia cic ham s6 dn xac dinh béi cac phuong trinh sau

4

a) 3y — 3z = a®, tinh ¢

b) z+y+ 2z =e€* tinh 2, 2y

!

+y_y
a

c) arctan — 2 — , tinh y
a

d) 2+ 33+ 2% — 3zyz =0, tinh z/ 2/ .

Bai 66. Cho ham s6 4n z = 2(z,y) x4c dinh bsi phuong trinh 2z%y + 4y% + 222 + 2° = 3. Tinh

0z Oz

Bai 67. Cho u = —_-::—, tinh wu;’, u,’ biét rang z 1a ham s6 an cla z,y xac dinh bdi phuong
y+2z

trinh ze® = ze® + yev.
Bai 68. Tim dao ham cila ham sb an y(z), z(x) x4c dinh bdi hs

z+y+z=0

2 — ; . s
Bai 69. Phuong trinh 2% + =~ = /%2 — 22, xac dinh ham 4n z = z(z,y). Ching minh ring
Z
1
1?2 + =z = =
Yy z

Bai 70. Tinh cdc dao ham riéng cip hai clia ham s6 sau

1 3 y

_* - tan <

a) z= 3 (22 + y?) ¢) z = arctan .
b) z=2%In(z + y) d) z = sin(z® + 3?)

13



Dai hoc Bach Khoa Ha Noi Vién Toan dng dyng va Tin hoc

Bai 71. Tinh vi phan cip hai cta ham sb sau:
a) z=xys — 2%y b) z = e*(z +1?) c) z =In(z* + 3?)

Bai 72.  a) Khai trién ham sb f(z,y) = 22 + 3y — 2zy + 6z + 2y — 4 thanh chudi Taylor &

lan can diém (-2,1).

b) Khai trién Maclaurin ham s6 f(z,y) = ¢®siny dén bac 3.

3.3 Cuc tri cia ham s6 nhiéu bién s6
Bai 73. Tim cyc tri clia cac ham sb sau

a) z =4z + 622 —dzy — y* — 8z + 2 d)z=4 3_ay

z y 12

b) z = 2 + 3y? — e~(*+v?) €) 2 =¥ (12® — 2uy +y°)

4 2

c) z=4dzy—1* - 2y f) z=2+ 13 — (xz + y)?

Bai 74. Tim cyc tri c6 diéu kién
a) z=zyvéiditukibn z+y =1

b) z =22 +y? v6i didu kién 3z — 4y =5
1 1 . 1 1 1
c) z=—+ - véi didu kien — + — = —
T Yy [122 y2 CL2

Bai 75. Tim mot diém thudc elip 422 + 4 = 4 sao cho 16 xa diém A(1;0) nhét.
Bai 76. Tinh gia tri 16n nhét v bé nhat ciia cac ham sb

a) z = z? + y* + zy — 7z — 8y trong hinh tam gi4c giéi han béi céc dudng thing z = 0,
y=0,vaz+y==6

2 2

b) z =4z% — 9y? trong mién gidi han béi dudng elip % + yZ =1

14



Chuong 4
Tich phan kép

Bai 77. Thay ddi thif ty 14y tich phan clia céc tich phan sau
V2z

[ fl=y)dy
V2z—z2

o
p
=0
u
8

1 1-z2
a) fldfv [ flzy)dy
- -1z

1+1?

0 fa f e Y fay' ] s
0 2—y 0  siny
Bai 78. Tinh c4c tich phan sau
a) {)fﬁ-’z—ydwdy,D= {(z,y) eR*:0<2<1;0<y <2}
b) [ 2*(y — z)dzdy, v6i D 1a mién gii han béi cac dudng cong y = 22 v z = y?
D

c) [[2zydzdy, véi D gi6i han bdi cic dusng z =%,z =~1,y=0vay =1
D

d) Jf (=] + ly)dzdy

Jz|+y|<1

e) [dz [ ”{‘f;dy

2zy+ 1
f —————dady, trong d6 D: 22+ 92 < 1
) ‘£f V314 2 4 y2

dzd. .
g) ff(—x—z—_i_sT)z,trongdoD:ygxz-l-yzgw, z <y <43z

. dzdy, trong d6 D : 2z < 2?2 + 942 <12, 22 + 9% > 2v3y, > 0,y > 0.

z
z2 +

y2

o

[
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